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Abstract 
The graph Ct + I is defined recursively from Ct by some stochastic rules. We cal this sequence Ic，I a graph 
stochastic process 
The rules are described in the following two cases 
(1) an edge is chosen at random， and then its destination is changed at random， (2) some edges are cut with a prob 
ability and some edges occur between some vertices pairs with the same probability. In both cases， the processes are 





















無向グラフ(以下，単にグラフという)を G= (V.E)で表わす。 Vは頂点集合， Eは辺集合で
ある。頂点 u.v聞の辺は (u.v)で表わす。頂点数 n，辺の数mのグラフ全体を G(n.m)で表わす。
グラフに関する用語・概念は文献3)に従う。
定義1.辺の付け換え F(u;v.w)とは， E一 (u.v)+ (u.w)但し， (u.v) e:E.(u.w) ， E。この操作を単
にFとも記す。グラフ Gの頂点 u九 w に操作 Fを施した結果のグラフを F(u;v.w)(G)又は単に
F(G)と記す。この操作(頂点は必ずしも同じではない)を k回適用した結果を F¥G)で表わす。
FO(G) = Gとする。
命題1.任意の G.He: G(n.m)に対して， H = Fk(G)なる整数 k孟 Oが存在する。即ち，ある kと
(Ui.Vi.W川 =1.2...k)が存在して， H = F(Uk;Vk.Wk)…F(U2;V2.W2)F(Ul;Vl.Wl)(G)である。
証明:グラフ G，Hの頂点に各々適当にラベルをふり，その隣接行列を MG，MHとする。 MGと
MHのハミング距離，即ち， MGとMHの異なる成分の個数を d(MG，MH)で表わす。 d= d(MG， 
MH) = 2k'とする。 k'= 0ならば， GとHは等しい。 k'主 1とする。 (u.v)e: EG¥EH， (w.z) e: EH 
¥EGなる辺が存在する。ここで， EG， EHはグラフ G，Hの辺集合である。 (l)u= wのとき;こ
のときは v宇 Zo F(u;v.z)(G)をG'とすると， d(MG'， MH) = 2(k'一 1)をf与る。 (2)u宇 wのとき;
v zなら，上と同様。 v宇 zとする。(イ)(u.w) e:EGの場合:(u，v)を(u.w)に換え， (w.u)を(w.z)
に換える。即ち， F(w;u.z)F(u;v，w)(G)をG'とすると d(MG'，MH) = 2(k' - 1)を得る。(ロ)(u.w) e: 
EGの場合:(w.u)を(w，z)に， (u.v)を(u.w)に換える。即ち， F(u;v，w)F(w;u，z)(G)をG'とすると
d(MG'， MH) = 2(k'一 1)を得る。いずれの場合も対称差の 2減少したグラフを得る。この手続き
を繰り返して Hと対称差がOのグラフを得る。口
定義 2. GO e:G (n，m)に対して， Gt+l = F(Gt)(t = 0，1.2..)で与えられる系列 IGtl をグラフ変化
過程という。
定義3. (グラフ変化過程にランダム性の導入)操作Fを次の様に解釈する:グラフ Gの 1つの
頂点 U をランダムに，即ち，等確率で選ぶ。次に，その頂点 U に付随オる辺 (u，v)を1つランダ
ムに選ぶ。更に，この U に隣接していない頂点wをやはりランダムに選ぴ辺 (u，w)を加える。即
ち， H = F(u;v，w)(G)とする。但し，上で， (u.v)または (u.w)が存在しなければ， H =Gとする。
命題 2.与えられたグラブGに対して，定義3で得られるグラフを Hとすると， Gから Hへの
推移確率は次式で与えられる:
~(n'r(u)fl 
但し， r(u) = d(u)・(n- 1 -d(u))(O < d(u) < n -1). = l(d(u) = 0又は n- 1)で与えられる。
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グラフの変化過程
d(u)はU の次数である。和は， F(u;v，w)(G) = Hなる v，wE:Vの存在する uについてとる O
証明:任意の頂点 Uが選ばれる確率は l/nである。その U に対して， F(u;v，w)(G) = Hなる
v，w E: Vの存在するとき v，wの選ばれる確率は l/r(u)である O 従って， 1組の u，v，wの選ばれ
る確率は1I(n'r(u))となる。 U の次数が O又は n- 1のときは Gに変化はないので，
F(u)(G) = Gであることに注意して， F(u;v，w)(G) = Hとなる U について上で得た確率を加えれば
上式を得る。口
命題 3. 頂点数 n，辺数 mのグラフのクラス G(n，m)を番号づけし， Pijを，命題 2によって決ま
るグラフ Giからグラフ Gjへの推移確率とする O このとき，グラフ変化過程 !Gtl は[pijlを推移
行列とするマルコフ連鎖になる。
従って，マルコフ連鎖の知識をかりで種々のことが導きだせる O 例えば，命題 1と合わせて，
次の命題を得る O







率を求める O らから Gjへの推移は表 1
にあるように 2通りで，確率 PZlは
1/20 + 1/20 = 1/10である o GZから
Gzへの推移は 7通りで，確率 pzzは
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図1 G(5.3)のグラフ









p = Pr (辺→補辺)= Pr (補辺→辺)， q = 
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lつが辺に変化するという事象の確率は 4P3q3である。従って， Pr(G→ G') = 2pq5十 4p3q3と
なる O
同様に，一般の場合を考える。 n点ラベルなしグラフの全体を G(n)で表わす。
G.G' e:G(n)について， Pr(G→ G')の決定，およびその性質を調べる。
1) Gの頂点に 1- nの番号を付し同定する O
2) G'のラベルっきグラフを G'1.G'2.G'3......G'sとする O 以下，グラフ G.G'iの辺集合も同じ
G.G'iで表わすことにする。
3 )各G'iに対して，次のように置く ai = IG¥G'i 1. bi二 IG'i¥GI。
但し.A¥B= Ix:x e: Aかつ xf: BI 0 
このとき，次のことが成立する:
命題 5 Gから G'への推移確率は次式で与えられる:
Pr(G→ G') = :Eipai+biqe-(ai+hi) ; e = nCZ = n(n - 1)/2 
証明 Gから G'iへの変化を考える o ai = 1 G¥G'i 1悶の辺が補辺に変わり，この確率は pal，bi 
= IG'i¥GI個の補辺が辺に変わり，この確率は Pb，である。その他の (ε 一 (ai十bi)個の辺およ
び補辺は今までの状態のままで，この確率は， qr(al+bI)である。
従って， Pr(G→ G'i) = pai+biqe-(ai+bi). (* ) 
グラフ G'iについて加えて，上式を得る O 口
例題:3点グラフ G(3) (図 4)聞の推移確率を求める O 例えば. Gzから G3への推移は図 5の様





命題 6Pr(G→ G') = f(p.q)とおくとき，
Pr(G→ G') = f(q.p) 
Pr(G→ G') = f(q.p) 
但し.G はGの補グラフを表わす。
証明:第 1式について示す。 Gの頂点に 1-nの番号を付し固定する o G'のラベルっきグラフ
をG'1.G' Z.G' 3.田・目.G二とする O
Pr(G→ G')を求める o Gと各 G'i，G'iとの関係に着目すると，
















G I 6. 
ai，bωi，diで表わすと ，Gから G'への
確率は， G I q・ 3pqll 
。ー pql q8+2plq 
Pr(G→ G'i) pci + diqe-(ci十di) G 8 plq 2pqll+p. 



























証明 :n点ラベルっきグラフの全体集合上で考える Oその個数は 2eである。但し， ε=n(n一1)120
任意のラベルっきグラフ G'iを考える。変化する点対の集合 Tを1つ決めると，変化後のグラフ
G'jが定まり，逆にこの G'jとこの Tが与えられると， G'iがただ 1つ定まる。 p= Pr (辺→補辺)
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グラフの変化過程
= Pr (補辺→辺)より， T内の点対が変化し，他の点対が変化しない確率は， T内の点対が辺
か補辺かによらないため，推移確率は qj= qj = Pγ¥t = IT I。即ち，推移確率行列Qは対
称、になる。このとき，平衡方程式 πQ=π ， ~ 1l"j = 1において， Qが対称より， Qの行和，列
和が 1 になる。従って， π2~e 一定(j = 1，2，.2e)が解になる。ラベルなしグラブ Gjの定常
確率引は，Gjに対応するラベルっきグラフ G'j(j= 1，2，.sj)の定常確率の総和であり Wj
s/2eとなる O 口
例えば，G(4)の場合， W = (1/64)11，6，3，12，412，4，12，3，6，1 となる。ここで，成分は図 7のグ
ラフの}I貢である。
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